KHBL TD 1 : Révisions d’algebre linéaire 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et soit f une application linéaire de E vers F'.

1) Montrer que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F' et Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E
2) Montrer que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.
3) Soit B = (e, ea,...,e,) une base de E.
a) Mountrer que (f(e1), f(e2),.-., f(en)) est une famille génératrice de Im(f).
b) Montrer que f est injective si et seulement si (f(el), flea),. .., f(en)) est une famille libre.
¢) Montrer que f est un isomorphisme si et seulement si (f(e1), f(e2),. .., f(en)) est une base de F

4) Rappeler le théoreme de la base incompléte, puis démontrer le théoreme du rang : rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(FE).

*
Exercice 2 Voir correction —

Soit S un systéeme d’équations linéaires homogene de n équations a p inconnues. On note les solutions comme des p-uplets
de réels. Montrer que ’ensemble E des solutions de S est un sous-espace vectoriel de RP.

*
Exercice 3 Voir correction —

Dans chaque cas, déterminer si F' est un sous-espace vectoriel de E et le cas échéant déterminer une base de F'.
1) E=R3, F:{(x,y,z) €ER3, =0 et y:O}
2) E:R3,F:{(x,y,z)€R3, =0 ou y:O}
2r4+y+2z =

3) E:R4,F:{(x,y,z,t)€R4, y—z+2t =
r—3y+z—1t =

o OO
——

3r—y+2z+t =
4) E=R*Y F = {(z,y,21t) € RY, —r+y—z =
20+ z+t =

*
Exercice 4 Voir correction —

o O O
——

Soit n» un entier naturel non nul et soit £ = R, [X]. On considére '’ensemble F = {P € E | P(1) =0}
1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E
2) Montrer que F est le noyau d’une application linéaire ¢ : E — R que l’on précisera.
3) En déduire la dimension de F.

*
Exercice 5 Voir correction —

Pour chaque entier i dans {1, 2,3}, on note P;(X) = (X —i)2. Montrer que la famille (P;, P2, P3) est une base de Ry[X].

*
Exercice 6 Voir correction —

Soit n € N*. On considére une matrice nilpotente N de M,,(R), d’indice de nilpotence p > 1, c’est & dire que N? =0 et
NP1 £ 0.

1) Justifier que N* # 0 pour tout k € {0,1,...,p — 1}.

2) Montrer que la famille (I, N, N2, ..., NP~1) est libre.

*
Exercice 7 Voir correction —

Pour chacune des matrices suivantes, déterminer le rang, la dimension du noyau, une base de 'image et une base du
noyau.

1 2 1 -1 1 1 01 1 2 3 4
A=|3 1|, B=[2 1 5|, c=|-1 1 1|, D=[3 4 5 6
-1 4 1 1 3 1 11 56 7 8
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*
Exercice 8 Voir correction —

Pour chacune des matrices suivantes, déterminer ’ensemble des valeurs réelles de = pour lesquelles elle n’est pas inversible.

. 9_ 2 0 -2 «x 3 1+x -2
:<x+3 —:c) , B=lx 2 =2 , C=1|1 -1 2+=x
1 =z 0 x -1 2
* *
Exercice 9 Voir correction —

Soit F un R-espace vectoriel de dimension n et soit f un endomorphisme de E.
1) Montrer que Im(f?) C Im(f)
2) Montrer que Ker(f) C Ker(f?).
3) Montrer que si f2 = 0z(E), alors rg(f) < 3.

* *
Exercice 10 Voir correction —

Soit M € M3(R) une matrice de rang 1. On note A7 la transposée d’une matrice A.
1) Montrer qu’il existe 6 réels ay, az,az et by, ba, bs tels que M; ; = a;b; pour tout (i, ;) € {1,2,3}2
2) Justifier qu’il existe deux matrices colonnes A et B tels que M = ABT.
3) Montrer que M? = tr(M)M

*x *
Exercice 11 Voir correction —

Soit E un espace vectoriel de dimension 3, et f € L(E) telle que f3 =0 et f2 #0.

0 0 0
Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matg(f)= |1 0 0
01 0
*x *
Exercice 12 Voir correction —

0 0 0 0 0 0
Onpose T=D+NouD=[0 2 0OJeteN=|0 0 1
0 0 2 0 0 0

Déterminer une expression de T™ en fonction de D, N et n, puis en fonction seulement de n.

* X %
Exercice 13 Voir correction —

On dit qu’un endomorphisme f d’un R-espace vectoriel E est une homothétie s’il existe un réel A tel que f = \-idg,
c’est a dire tel que : Vo € E, f(z) = - z.
On dit que qu’'un sous-espace vectoriel F' C E est stable par u si u(F) C F, c’est a diresion a : Vo € F, u(z) € F.

Soit ' un R-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E qui laisse stable toute droite vectorielle de
FE . Montrer que u est une homothétie.

Le coin des Khiibes
* X %
Exercice 14 Voir correction —

Pour tout A € M, (R), on note f4 I'application qui & tout X € M, (R) associe tr(AX).
1) Montrer que quel que soit A € M,,(R), fa € LM, (R),R).

2) Montrer que lapplication suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

v: M,(R) — LM, (R),R)
Ar— fA
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* *
Exercice 15 Voir correction —

Soit m un entier naturel non nul et soit « 'application définie sur R, [X] par u(P) = P(1 — X) pour tout P € R, [X].
1) Montrer que u est un endomorphisme de R,,[X].
2) Montrer que u? = idg, (X]-
3) En déduire qu'il existe P € R,,[X] non nul tel que P(1 — X) = P(X) ou P(1 — X) = —P(X).

* X %
Exercice 16 Voir correction —

(ENS 2024) On considére une application ¢ non-constante de M,,(R) dans R. On suppose que pour toutes matrices A
et B dans M,,(R) on a :

p(AB) = p(A)p(B)
Attention ! L’application ¢ n’est pas supposée linéaire.
1) a) Soit O la matrice nulle de M,,(R). Déterminer ¢(O).
b) Soit I la matrice identité de M,,(R). Déterminer ().
2) Montrer que si une matrice A de M,,(R) est inversible, alors ¢(A) est non-nul.

3) a) Soient A et B deux matrice de méme rang. Montrer que ¢(A) est non-nul si et seulement si ¢(B) est non-nul.
b) Soit A dans M, (R). On suppose qu’il existe m € N tel que A™ est nulle. Déterminer ¢(A).
¢) En déduire que si une matrice A vérifie p(A) # 0, alors elle est inversible.
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Correction des exercice

Correction de ’exercice 1 :
1) Im(f) est non vide car O = f(0g) € Im(f).
Soient u et v deux éléments de Tm(f) et A, u deux réels.
Alors, il existe v’ et v’ tels que u = f(u') et v = f(v/). Ainsi, \-u+p-v=X-f(o')+p-f')=f-v +p-v)car f
est une application linéaire.
On en déduit que A - u+ p- v € Im(f) done que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Ker(f) est non vide car f(0g) = 0p donc 0g € Ker(f).
Soient u et v deux éléments de Ker(f) et A, u deux réels.
fZvu+p-v) =X f(u)+p- f(v) car f est linéaire, donc f(A-u+p-v) =A-0g+p-0g =0pg, ainsi A-u+p-v € Ker(f).
On en déduit que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2) Supposons que f est injective. On sait que f(0g) = O, donc pour tout = € E, f(z) = 0p = f(x) = f(0g) = 2 =0g
car f est injective. On en déduit que Ker(f) = {0g}.
Réciproquement, supposons que Ker(f) = {Og} et soient u € E et v € E deux vecteurs tels que f(u) = f(v). Alors
f(u) — f(v) = 0g donc f(u —wv) = 0g. On en déduit que u — v € Ker(f) donc u — v = O et finalement u = v, f est
donc injective.

3) a) Commencons par remarquer que pour tout k € N, 1 <k <n, on a f(eg) € Im(f).

Soit u € Im(f), alors il existe v € E tel que u = f(v). Or, e1, e, ..., e, est une base de E donc il existe x1, xa, ...z,
telsque v =x1-e1+ a9 €24+ x,-en et ainsi u = f(v) =x1 - fe1) +x2- f(ea) +- -+ xn - f(en). Pour tout
u € Im(f), u peut s’écrire comme combinaison linéaire de f(e1), f(ez),..., f(e,) donc (f(e1), fez2),..., f(en)) est

une famille génératrice de Tm(f).

b) Supposons que (f(e1), f(ea),..., f(e,)) est une famille libre, et soit u € Ker(f). B est une base de E donc il existe
(z1,22,...,2n) € R™ tels que u = x1-e14+x9 €9+ -+ -€,. Ainsi, 0p = f(u) = z1-f(e1)+x2-f(e2)+ -+ fen).
Or (f(e1), f(e2),..., f(es)) est une famille libre donc 21 = 29 = -+ = x, = 0 et donc finalement © = Op. On en
conclut que Ker(f) = {0g} donc que f est injective.

Supposons que f est injective, alors Ker(f) = {0g}
Soit (A1, Az, ..., A\n) € R™ tels que Ay-f(er)+Aa-f(ea)+ - -+ An-f(en) = 0p. Alors, f(A1-e1+Aa-ea+ -+ Ap-ep) =0p
par linéarité de F', donc A1 -e1 +Aa-ea+-+-+ Ay e, € Ker(f). On en déduit que Aj-e1+Ag-ea+---+ A, e, =0g
donc que \y = Ay =--- =X, =0 car (e1,ea,...,6,) est une base de E donc une famille libre. On en conclut que
(f(e1), f(e2),..., f(en)) est une famille libre.

c) f est surjective si et seulement si Im(f) = F. D’aprés la question 3)a), f est donc surjective si et seulement si
(f(er), f(e2),-.., f(en)) est une famille génératrice de F.
D’apres les questions 3)a) et 3)b), f est donc bijective si et seulement si (f(e1), f(ez),..., f(en)) est une famille
libre et génératrice de F, c’est a dire si et seulement si (f(e1), f(ez2),..., f(e,)) est une base de F.

4) Si V est un espace vectoriel de dimensions finie n, si 71 = (v1,v2,...,0,) est une famille libre de V, et Fo =
(u1,ug,...,Uy) est une famille génératrice de V, alors on peut compléter la famille F; a laide de vecteurs de Fa
de sorte a en faire une base de V.
Démonstration du théoreme du rang : Soit (v1,vg, ..., vp,) une base de Ker(f). Alors (vy,vs, ..., vp) est une famille libre
de E, que l'on peut compléter par n—p vecteurs uq, uz, . . ., Un—p en une base B’ de E: B = (v1, V2, ..., Up, U1, U2, - . ., Up—p)-
Alors f(u1), f(u2),..., f(un—p) est une base de Im( f). En effet, c’est une famille génératrice de Im(f) car f(v1), f(v2),. .., f(vp)
est une famille génératrice de Im(f) et que f(v1) = f(v2) = --- = f(vp) = Op. Montrons que c’est une famille libre :
soit (A1, A2, ..., Ap—p) € R™7P tels que Ay - fur) + Ao - fu2) + -+ Anp - f(Un—p) =0F.
Alors, f(A1-u1 +A2-ug+- -+ Ap—p - Unp—p) = Op par linéarité de f, donc Ay -us +Aa-ug + -+ -+ Ap—p - Un—p € Ker(f).
Or (v1,v2,...,vp) est une base de f donc il existe p1, pio,. .., ptp tels que

>\1'u1+)\2'u2+"'+>\nfp'un7p:;u‘l'Ul+ﬂ2'v2+"'+ﬂp'0p

donc

—1 VL=l Ve — =y Up F AL UL F A us o+ A Up—p = 0p
Or, (v1,v2,...,0p, U1, U2, ... Up_p) est une base de E donc une famille libre, donc p1 = po = -+ = pp = Ay = Ao =
-+ = Ay_p = 0. On en conclut que (f(u1), f(u2),..., f(tn—p)) est une famille libre, donc finalement c’est une base de
m(f).

Ainsi, dim(E) =n =p+ (n — p) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f)
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a11x1 + a2 + -+ apr, = 0
- a11%1 + G22%2 + -+ apxr, = 0 .
Correction de 1’exercice 2 : Notons S : . le systeme.
Y
An1T1 + Ap2Ta + -+ apprp, = 0

o F est non vide car (0,0, ...,0) est solution (car le systéme est homogene...)

o E est stable par combinaison linaire : si (21, ...,2p) et (y1, ..., Yp) sont deux solutions de S et si A et p sont deux réels,
alors :

A (@1 @p) + 0 Y1y Yp) = (AT1 + Y1, o, AT + 1Y)

Ce p-uplet est solution de S car pour chaque ligne i, 1 <i<n:

ait(Az1 + pyr) + - F aip(Azp + pyp) = AManz + - - + aipxp) + planyr + - -+ aipyp) en réarrangeant les termes

=0 =0

=0

donc ce p-uplet est solution de S, ainsi E est bien stable par combinaison linéaire, donc c’est finalement un sous-espace
vectoriel de RP.

Correction de 1’exercice 3 :

1) 0=0et 0 =0 donc (0,0,0,0) € F, ainsi F est non vide.
Soient u = (z,y,2,t) € F et v=(2',9,2',t') € F et soit (\, u) € R?. Alors

Autp-v=Az+px' , \y+upy' , e+ p’ , M+ ut)

OnaXr+pur' =0carz=a'"=0et \y+puy =0cary=1v9y =0,donc A-u+ p-v € F. Ainsi F est un sous-espace
vectoriel de R,

v(x’y7z7t) €R47 (:L.?y7z7t) GF@ (x7y7’z’t) = (0,0,th) <: (x’y7z7t) :Z(070,170)+t(07070’ 1), (Z7t) €R2'
Ainsi, ((0,0, 1,0),(0,0,0, 1)) est une famille génératrice de F' donc une base de F' puisque c’est une famille de deux
vecteurs non nuls non colinéaires donc libre.

2) «0=0o0u0=0» est vrai, donc (0,0,0,0) € F

F n’est cependant pas un sous-espace vectoriel de R*. En effet, (1,0,0,0) € F et (0,1,0,0) € F mais (1,0,0,0) +
(0,1,0,0) = (1,1,0,0) ¢ F.

3) 2x0+04+0=0,0—-0+2x0=0et0—-3x0+0—0=0donc (0,0,0,0) € F, ainsi F n’est pas vide.
Soient u = (z,y,2,t) € F et v = (2',9,2',t') € F et soit (\, u) € R?. Alors

ANutp-v=Ae+px , Ay+uy' , Az +pz’, M+ ut)

On a
2z +pa’) + Ay + py') + Az + p2') + (M +pt') = M2z +y + 2 +8) + p22" +y + 2" +1) =0
et
Ay +uy) — Az +p)+200t+ut’) =AMy —z+2t) +u(y — 2" +2t') =0
et

Az +pz") = 3Ny + py') + Az +p2’) — (M+upt) =N -3y +2z—t)+ul@ =3y +2'+t)=0

donc A -u+ p-v € F, ainsi F est un sous-espace vectoriel de R*.

20 +y+2z = 0
Yu=(z,y,2,t) ERY, uweF < y—z+2t = 0
r—3y+z—t = 0
Lol r—3y+z—t = 0
R y—z+2t = 0
2r+y+2 = 0
Lo r—3y+z—t = 0
Pethmet i TN y—z+2t = 0
Ty—z+2t = 0
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P r—3y+z—1t = 0
Fta N y—z+2t = 0
6z—12t = 0
r = 3y—z+t
= y = z—2t
z = 2t
r = —2t+t
= y = 0
z = 2t
r = -t
= y = 0
z = 2t

= u=1t(-1,0,2,1), teR

donc F est la droite vectorielle engendrée par (—1,0,2,1).
4)3x0—-042x04+0=0,-040-0=0et2x0+0+4+0=0donc (0,0,0,0) € F, ainsi F' est non vide.
Soient u = (z,y,2,t) € F et v= (2',9,2',t') € F et soit (\, u) € R?. Alors

ANu+tp-v=Ar+px , Ay+uy' , Az +pz’, M+ ut)

On a
3z +px’) — Ay +py) + 2Nz +p2) + M +pt) =AXBz —y+22+t) +uB2' —y +22' +1')=0
et
—(A\z 4 pa’) + Qy+py') = Az +p2) =Xz +y —2) +u(-2"+y —2') =0
et

200 + px’) + Az +p2') + M+ pt’) = A2x + 2 +t) + p(22' + 2" +t') =0

donc \-u+ p-v € F, ainsi F est un sous-espace vectoriel de R*.

3r—y+2z4+4t = 0

Vu = (z,y,2,t) ERY, weF < —rz4+y—2z = 0

204+z+t = 0
Lol —r+y—z = 0
&2z ) 3p—y 4224t = 0
20 +z+t = 0
Lo<Lo+3L; —r4+y—2z = 0
2 —2z4+t = 0

= y_Z

L3<—L3*L2 t — Z—2y

0 = 0

@U:(y—zvy’%Z—?y)v (y,Z) €R2 @u:y(1,1,07—2)—i—z(—l,O,l,l), (y,Z) GRZ
donc ((1, 1,0,-2),(-1,0,1, 1)) est une famille génératrice de F'. C’est aussi une famille libre car elle est constituée de
2 vecteurs non nuls non colinéaires. C’est donc finalement une base de F'.
Correction de ’exercice 4 :
1) Soient P et @ deux polynoémes de R, [X] et soit (A, u) € R=.

Alors \- P+ p-Q eR,y[X] et M- P+pu-Q)1)=X-PQ)+p-Q(1)=0,donc A- P+ p-Q € F. Ainsi, F est un
sous-espace vectoriel de R,,[X].

2) Soit ¢ : E — R définie par ¢(P) = P(1). Alors ¢ est une application linéaire, en effet pour tout P,Q € R,[X], pour
tout (A, ) € R% on a

[V

e(A- P+ p- Q) = (AP + p@Q)(1) = AP(1) + pQ(1) = Ap(P) + pp(Q)

Ainsi définie, F est le noyau de I'application linéaire .
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3) ¢ est non nulle, il existe P € R,[X] tel que ¢(P) # 0 (par exemple avec P = X, ¢(P) = 1).
Ainsi, rg(¢) > 1. Or Im(p) C R donc rg(¢) < 1, on en déduit que rg(p) = 1.
Finalement, d’apres le théoréme du rang, dim(Ker(y)) + rg(¢) = dim(R,,[X]). Puisque dim(R,,[X]) =n + 1 d’apres le
cours, on en déduit que dim(F) = dim(Ker(¢)) =n+1—1=n.

Correction de I’exercice 5 : Comme dim(R3[X]) = 3 il suffit de montrer que cette famille est libre. On a :
e P(X)=(X-12=X2-2X+1
e P(X)=(X-2)2=X2-4X +4
e PA(X)=(X-32=X2-6X+9

Soient A1, Ay et A3 trois réels tels que :

M PLX) + A2 Po(X) + A3 P3(X) = Ogy[x]

alors

AM(X2 = 2X 4+ 1)+ Xg( X2 —4X +4) + X3(X2 —6X +9)=0
donc

(A4 A2+ A3) X% — (20 + 40 +6XA3) X + A1 +4X +9X3 =0
donc

M+ A+ A3 =
2A1 + 44Xy +6A3 =
Al +4A+9N3 =

o O O

car un polynoéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On résout et on trouve comme unique solution :
A1 = A2 = A3 = 0 donc la famille (Py, P;, P3) est bien libre donc c¢’est une base de Ry[X].
Correction de ’exercice 6 :

1) Soit k € {0,1,...,p — 1}. Supposons que N*¥ = 0, alors NP~} = N¥ x NP=1=F = ( (avec p — 1 — k > 0 par hypothése),
contradiction. On en déduit que N* # 0 pour tout k € {0,1,....p — 1}.

2) Soient Ag, A1, ..., Ap—1 des réels tels que :
A()I‘F A1N+ )\2N2 4+ .. +)\p_1Np*1 =0

En multipliant & gauche par N, par N2, par N3, et ainsi de suite jusqu’a NP1, et en annulant les termes N* des que
k > p on obtient les équations suivantes :

Aol £ AN + XaN? 4+ Ay oNP2 4 A, NP1 = 0
A0N+>\1N2+>\2N3+"‘+)\p_2Np71 = 0
ANPZ4H NP = 0

ANPT = 0

Dans la derniére équation, NP~ # 0 donc A9 = 0, on en déduit grace a I’avant derniére que A\; = 0, et ainsi de suite
en remontant les équations on parvient a

M=M= =X o=Aps =0
donc la famille (I, N, ..., N?~1) est bien libre.

Correction de ’exercice 7 : Matrice A
On effectue un pivot de Gauss pour déterminer le rang :

1 2
3 1 Ly« L3z+Ly
-1 4

L2 <—L2 73L1
—

Lg(*Lg%’%Lg
SN R

cor~ oo owkr
|
oy
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1 2

On obtient une matrice échelonnée de rang 2 donc A est de rang 2. Les vecteurs 3 et | 1 | engendrent I'image de A,
-1

c’est donc une base de ImA.

Pour trouver le noyau, on peut utiliser le théoréme du rang pour remarquer que dim KerA + rgA = 2 donc dimKerA = 0
donc KerA = {(0,0)}

Autre méthode : on calcule directement le noyau en résolvant le systeme A <ayc> = <8> en utilisant la matrice échelonnée

z+2y = 0
A<m):<8) <— -5y = 0
y 0 = 0

pour laquelle le systéeme est équivalent :

r = 0
y = 0
KerA est de dimension 0 donc sa base est vide.
Matrice B
On effectue un pivot de Gauss pour déterminer le rang :
1 -1 1 L3+ L3—Ly 1 -1 1
2 1 5| Ll (g o303
1 1 3 0o 2 2
1 -1 1
Joedle=2Lz [ 5 g
0 0 O
Donc B est équivalente a une matrice échelonnée de rang 2 donc elle est de rang 2
1
Les vecteurs | 2 | et <_11> 1 sont dans ImB, et ils forment une famille libre car ils ne sont pas colinéaires. Ces deux
1
vecteurs forment donc une base de ImB.
x
Pour déterminer KerB on résout B | y | = 0 a partir de la matrice échelonnée
z
x 0 r—y+z = 0
Bly]l=10 — 3y+3z = 0
z 0 0 =0
r = -2z
= y = —z
0 =0
On peut écrire toutes les coordonnées en fonction de z, on voit donc que KerB est de dimension 1 et que KerB =
-2
Vect -1
1
Matrice C
On effectue un pivot de Gauss pour déterminer le rang
1 0 1 Ls<+Ls—Ly 1 0 1
—1 1 1| LeElh o1 o2
1 1 1 0 1 0
1 0 1
Jetla—la, 01 2
0 0 -2
C est équivalente a une matrice échelonnée de rang 3 donc elle est de rang 3.
1 0 1
Les vecteurs | —1 |, [ 1 | et | 1 | forment une famille génératrice de ImC, donc forment une base de ImC'.
1 1 1

C' est inversible, son noyau est donc réduit a {0}

o/
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Matrice D

On effectue un pivot de Gauss pour déterminer le rang

1 2 3 4
3 4 5 6
5 6 7 8

L3<—L375L1
Lo<Ly—3Ly

>

Lg<L3—2Lo
>

SO = OO

-2
—4

-2
0

2

2

D est équivalente a une matrice échelonnée de rang 2 donc elle est de rang 2.

3 4
-4 -6
-8 —12
3 4
-4 -6
0 0

Les vecteurs | 3 | et | 4 | forment une famille libre de ImD car ils ne sont pas colinéaires, donc ils forment une base de

1 2
5 6
ImD.
Pour déterminer KerD, on résout le systéeme suivant :
z +2y +3z
—2y —4z
donc
S =
autrement dit
x
s=<1"7
z
t
1 2
Donc KerD = Vect _12 , _03
0 1

Correction de 1’exercice 8 :

+4t
—6¢

0

SRS IS ]

=0 < {
= 0 Yy
T
<
i
z+ 2t
. —2z — 3t
= z )
t
1 2
—2 -3
T I
0 1

e A est une matrice carrée d’ordre 2, on peut donc utiliser le critére :

2, t

)

—2y —3z—4t
—2z —3t

z+ 2t
—2z — 3t
eR

z,teR

A est non-inversible<= det(A) = 0

Or det(A) = —22 — (x +3)(2 —2) = 2 — 6 dont det(A) = 0 <= z = 6, ainsi A est non-inversible si et seulement si

r =06.

¢ On cherche une matrice équivalente a B :

L2 <—>L3
—

L2 <—L2 —ILl
—

1
0
0

La+i(2—2?)L
—

T 0
2 =2
-2 =z
1 T
0 2—2a2
0 -2
x 0
-2 T
2—x2 =2
1 =z
0 -2
0 O

-2
T

0
x
-2+ 12(2 —2?)

QOB

BY NC
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La matrice obtenue est échelonnée quelle que soit la valeur de z.

B est non-inversible <= rg(B) < 3

1
<:>—2—|—§x(2—x2):0
= 4+22-2%)=0
=2’ -20+4=0
= (r+2)(2* —22+2)=0

< x=-2 car 22 — 22 + 2 n’admet aucune racine réelle
e Ona

3 142 =2 1 -1 2+4=x

Ly Lo
C=11 -1 24z|«+——= |3 14+2x2 =2

T -1 2 T -1 2
£26£2*3%1 1 —1 24+ x
BT 10 244 —8—3z

0 z—1 2—z(2+x)

1 -1 24z
0 5 22—z —10
0 z—1 —22—-2z+2

L2 <—L2 7L3
—

) 1 -1 2+
tsbeit o000 70T,
0 0 f(x)
ou f(z) =—2?—2+2— L(z—1)(z® = — 10) = $(—2® — 32% — z). Ainsi :
C' est non-inversible <= rg(C) < 3
— f(z)=0
= 232 —2=0
— —x(x*+32+1)=0
-3-V5 —3+V5
< zx=0 ou T=—p — Oou T=—F—

Correction de 1’exercice 9 :

1) Pour tout y € Im(f?), il existe # dans E tel que f?(z) =y, donc f(f(z)) =y donc f(z) est un antécédent de y par f,
autrement dit y € Im(f). Ainsi Im(f?) C Im(f).

2) Pour tout x dans Ker(f) on a f(z) = 0 donc f(f(x)) = f(0) = 0 car f est linéaire, donc x € Ker(f?). Ainsi
Ker(f) C Ker(f?).

3) Si f2 = 0, alors pour tout = dans E on a f(f(x)

) = 0 donc f(z) € Ker(f). Ainsi Im(f) C Ker(f) donc rg(f) <
dim(Ker(f)). Or d’apres le théoréeme du rang, Ker(f) =

n —rg(f) donc :

rg(f) < n —rg(f)
doin rg(f) < 2.

Correction de 1’exercice 10 :

a1
1) M est de rang 1 donc Im(M) est de dimension 1, c’est une droite vectorielle. Soit U = | as | un vecteur colonne tel
as
que Im(M) = Vect (U).
M1 M 2 M 3
Comme les colonnes de M, Cy = | Moy |,Co= | Moo | et C3 = | My 3 | sont toutes trois dans ImM = Vect (U),
Ms 4 M3 9 M3 3

il existe trois réels by, bo, b3 tels que C; =by - U, Cy = by -U et c3 = b3 - U
On a alors bien M; ; = a;b; pour tous i, j € {1,2,3}
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aq b1
2) 1l suffit de poser A= | ay | et B= | by | pour avoir M = ABT
as b3
3) M? = (ABT)(ABT) = A(BTA)BT
aj
Or, BTA= (bl, ba, bg) as | = a1by + asby + asbs = tI‘(M)
as

Ainsi, M2 = A x tr(M) x BT = tr(M)AB”T = tr(M)M

Correction de 1’exercice 11 :

Comme f2 # 0, il existe e; # 0 tel que f2(e1) # 0. Posons ez = f(e1) et e3 = f(e2) = f?(e1). Montrons que (eq, €2, €3) est
une base de E.

Montrons d’abord que ces trois vecteurs sont non nuls : c’est déja établi pour e et es. Si e était nul, on aurait es = f(e2) =0
ce qui contredirait I’hypotheése sur e;.

Soient A1, AaAs € R tels que A\ie; + Ages + Azez = 0.

Alors 0 = f(A1e1 + Aaea + Azez) = Aea + Aaesz + 0 car f(e3) = f3(er) = 0 puisque f3 est I'application nulle.

Ainsi A\jes = —Age3. En appliquant f on obtient Ajes = 0 donc A\; = 0. On en déduit des égalités ci-dessus que Ay = Az = 0.
Ainsi, e, es et e3 sont libres, donc c’est une base de F.

0 0 0
Dans cette base, la matrice représentative de f est bien [ 1 0 0
010
Correction de I’exercice 12 : Le calcul donne N2 = 0 donc N est nilpotente et pour tout & > 2 on a N¥ = 0. D est
0 0 0
diagonale donc pour tout k € N, DF = [0 2F 0
0 0 2F
Pour appliquer la formule du binéme de Newton il faut d’abord vérifier que D et N commutent. Le calcule donne DN =
0 0 0
ND =10 0 2| donc elles commutent bien, et on peut alors écrire pour tout entier n > 2 :
0 0 0
T =(D+ N)"
" /n
_ Dan—k:
> (3)
k=0

:( " )D”_1N+ (”)D"J3
n—1 n

0 O 0 0 00 00 o0
On calcule D" !N = [0 27! 0 0 0 1]=[0 0 27| pour obtenir finalement :
0 o0 27t 0 00 00 0
00 0 0 0 O
=n|0 0 2°7t]4+[0 27 0
0 0 0 0 2m
0 0 0
=10 2» n27!
0 0 2n

Correction de I’exercice 13 : Pour tout € E, Vect (x) est stable par u donc u(x) est colinéaire avec z. Pour tout x € F
il existe donc un réel \, tel que u(xz) = A x, et nous devons donc montrer que ce A, (qui dépend a priori de z) ne dépend
en fait pas de z.

Soient x et y deux vecteurs non nuls quelconques de F.
Siy € Vect () il existe k € R tel que y = kx donc u(y) = ku(x) = kAyz = Ay donc A, = A,
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Si x et y sont non colinéaires, on a u(z + y) = Agpyy(@ + ¥) = Ap4yT + Agtyy d'une part par hypothese de 1'énoncé, et
u(z +y) = u(z) + u(y) = Azz + Ayy d’autre part. On obtient I’égalité

Aoty + Aoy = AT + Ayy

et puisque (z,y) forme une famille libre on peut identifier les coefficients et on obtient Ay = Ay = Ay

Dans tous les cas on a donc Ay = Ay, ainsi le réel X tel que u(z) = Az ne dépend pas du vecteur x considéré, on en conclut
que u = X -id.

Correction de ’exercice 14 :

)

11 faut vérifier que lapplication f4 est bien linéaire, quel que soit A € M., (R).
Pour tout X, Y € M, (R) et tout A\, p € R, fa(AX 4+ pY) = tr(AAX + uY)) = tr(AAX + pAY) = Mr(AX) + ptr(AY)
par linéarité de la trace, donc finalement fa(AX + pY) = Afa(X) + pfa(Y).

‘Pour tout A € M, (R), fa est une application linéaire. ‘

Montrons d’abord que ¢ est linéaire :

Soient A, B € M, (R) et A\, u € R.

L’application faa4+,p est celle qui & tout X € M, (R) associe tr(AA + pB)X) = Ar(AX) + ptr(BX) = Afa(X) +
nfe(X). Cette égalité étant vraie pour tout X € M, (R), on a bien faatup = Afa + pufp donc (A + puB) =
Ap(A) + pp(B).

¢ est donc une application linéaire entre espaces vectoriels.

Puisque dim(£L(M,,(R),R)) = dim(M,(R)) x dim(R) = dim(M,,(R)), il suffit de montrer que ¢ est injective.

Soit A € Ker(p), on a f4 = 0 donc pour tout X € M,,(R), tr(AX) =0.

En particulier, pour X = F;; avec E;; la matrice qui ne contient que des 0 sauf un 1 sur la i-¢me ligne et j-eme
colonne, AX est la matrice qui ne contient que des 0 sauf la i-éme colonne qui est la j-éme ligne de A. tr(AX) =0
implique alors que a;; = 0, et en généralisant ce raisonnement & tous les coefficients 1 <4, j < n on obtient que A = 0.
Ainsi, Ker(¢) = {0, (r)} donc ¢ est injective.

‘ On en conclut que ¢ est bijective donc que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Correction de 1’exercice 15 :

1)

Pour tout P € R,[X], il existe (ao,...,a,) € R"*! tels que P(X) = > ,_, ax XF.

On a donc pour tout P € R, [X], u(P) = P(1—X) =>"7_,ar(1 — X)k. Or, en développant, on obtient que pour tout
entier k, 0 < k <n, (1 — X)* est un polynéme de degré k. Ainsi P(1 — X) est bien un polynéme de degré inférieur ou
égal a n comme somme de polynémes de degré inférieur ou égal a n.

Ainsi u est bien & valeurs dans R, [X].

Montrons que u est linéaire : soient P,Q € R,[X] et A\, u € R. Alors :

W(AP 4 1Q) = (AP + pQ)(1 - X)
= AP(1 - X) + pQ(1 — X)
= Mu(P) + pu(Q)

donc u est bien linéaire. Finalement c’est bien un endomorphisme de R, [X].

Pour tout polynome P € R, [X],
u(u(P)) = u(Q) avec Q(X) = P(1 - X)
— Q- X)
= P(1-(1-X))
= P(X)

donc u?(P) = P, et ce quel que soit P € R,[X] donc u? = idg_(x].

On cherche a prouver lexistence d’un polynéme P vérifiant u(P) = P ou u(P) = —P, c¢’est a dire (v — id)(P) = 0 ou
(u+1id)(P) = 0. Puisque u — id et u + id sont des applications linéaires, un tel polynéme P existe si 'un d’eux est non
injectif.

Puisque u? = id, on a u? — id = 0 donc (u —id) o (u +1id) = 0. Si u — id et u + id était tous deux injectifs, alors ils
seraient tous deux bijectifs (car ce sont des endomorphismes), donc leur composée serait encore bijective ce qui est faux
car c’est ’endomorphisme nul. Par I’absurde, on en conclut donc qu’au moins I'un deux est non injectif, donc que le
noyau de I'un deux n’est pas réduit & {0}, donc qu’il existe P tel que (v —id)(P) =0 ou (u +id)(P) = 0.
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Correction de 1’exercice 16 :

1) a) Par hypothese on a ¢(O x O) = p(0)p(0) donc p(0) = p(0)?. L'équation z = 2 n’a que deux solutions dans
R :0et 1. Ainsi ¢(O) =0 ou p(0O) = 1.
Supposons que ¢(0) = 1, alors pour toute matrice A dans M, (R) on a

1 =p(0) = p(0A) = p(0)p(A) = p(A)

donc application ¢ est constante égale & 1 ce qui contredit I'hypothése de I’énoncé. On en conclut que p(O) = 0.
b) De la méme fagon on obtient p(I) = ¢(I%) = ¢(I)? donc p(I) =1 ou p(I) = 0.
Supposons que ¢(I) = 0, alors pour toute matrice A € M, (R) :

p(A) = p(Al) = p(A)p(I) =0

donc ¢ est constante égale & 0 ce qui contredit ’hypotheése de I’énoncé. On en conclut que ¢(I) = 1.

2) Supposons A inversible, alors AA~! = I donc :

L= @(I) = p(AA™Y) = p(A)p(A™)

1
- -1 _
Ainsi ¢(A) est non nul et de plus p(A4)~! = (A
3) a) Si A et B sont de méme rang, alors elles sont équivalentes, c’est & dire qu’il existe deux matrices inversibles P

et Q de M, (R) telles que B = Q 1AP.
On a donc ¢(B) = p(Q~ 1Y) p(A)p(P), et puisque p(Q~!) et ¢(P) sont tous deux non nuls on obtient que ¢(A)
est non nul si et seulement si p(B) 'est.

b) On a par récurrence immédiate que pour toute matrice A € M,,(R) et tout entier naturel n : @(A™) = p(A4)™.
Ainsi, s'il existe m € N* tel que A™ = O on a ¢(A)™ = p(A™) = ¢(0) =0. Sim =0 alors A™ =1 # O.
Pour tout m > 1, la seule solution dans R de I’équation ™ = 0 est z = 0 donc p(A) = 0.

¢) Raisonnons par contraposée et supposons que A ne soit pas inversible. Alors A est de rang inférieur ou égal a
n — 1. Notons 7 le rang de A et posons B la matrice de M,,(R) définie par :

0O - 01 0 0

0 1 0

Opn—r I, 0 .- 00 -0

b= < On—7r,n—r On—r,r > {0 - 00 0 1
0O --- 00 0

B est clairement une matrice de rang r et elle est nilpotente d’ordre r (elle vérifie B™ = 0), donc ¢(B) = 0 et
©(A) = 0 car elles ont le méme rang. On en conclut par contraposée que si p(A) # 0 alors A est inversible.
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